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PROGNOZOWANIE DOP YWU CIEKÓW
SUROWYCH DO OCZYSZCZALNI ZA POMOC

MODELOWANIA MATEMATYCZNEGO1

FORECASTING OF THE RAW SEWAGE INFLOWS WITH 
MATHEMATICAL MODELS

In the paper some results of mathematical modeling of the raw sewage are presented. 
The models created are used for forecasting the sewage inflow into the wastewater plants 
for better management of the sewage clarification process. The models are made with 
time series methods and for the comparison with neuronal nets. The own developed 
program library idol is used for creating the models. 

1. Wprowadzenie 

Oczyszczalnie cieków cz sto maj  problemy z w a ciwym prowadzeniem procesu tech-
nologicznego z powodu du ych nierównomierno ci w dop ywie cieków surowych 
i zwi zanych z tym gwa townych i du ych zmian w dop ywaj cym do oczyszczalni adunku
zanieczyszcze . Przyk adowe zmiany dop ywu cieków s  pokazane na rysunku 1, natomiast 
zmieniaj cy si  wraz ze zmianami dop ywu adunek zanieczyszcze  jest pokazany na rysun-
ku 2 [4]. Z wykresów wida , e dop yw cieków ma w przewa aj cym stopniu charakter 
okresowy, co wi e si  z okresow  prac  pompowni cieków surowych, natomiast adunek
zanieczyszcze  zmienia si  na ogó  zgodnie ze zmianami dop ywu cieków. Ta obserwacja 
prowadzi do wniosku, e stosunkowo atwe powinno by  modelowanie dop ywu cieków i 
jednocze nie modele dop ywu mog yby by  przydatne do prognozowania dop ywaj cego
adunku zanieczyszcze . Prognozowanie z odpowiednim wyprzedzeniem dop ywu cieków i 
adunku zanieczyszcze  powinno z kolei u atwi  sterowanie oczyszczalni , stwarzaj c

operatorowi procesu mo liwo  odpowiednio wczesnego przygotowania obiektu na spo-
dziewane zmiany parametrów wej ciowych.

1  Praca powsta a w ramach projektu badawczego MNiSzW nr N514 2977 33. 
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Rys. 1.  Przyk adowy dop yw cieków surowych do oczyszczalni 

Fig. 1.  Exemplary raw sewage inflow 
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Rys. 2.  Przyk adowe wykresy zmienno ci dop ywu cieków surowych (cienka linia) 
i zawartego w nich adunku zwi zków organicznych (gruba linia) 

Fig. 2.  Exemplary raw sewage inflow (thin line) and the included load of organic compo-
nents (fat line)

St d powsta a koncepcja wyznaczenia modeli prognostycznych dop ywu cieków suro-
wych, które nast pnie by yby wykorzystane do wspomagania sterowania oczyszczalni  na 
podstawie jej modelu fizykalnego. Modele fizykalne oczyszczalni cieków s  opracowywane 
w Polsce ju  od kilkunastu lat [3, 4, 5], jednak s u  obecnie jedynie do oblicze  symulacyj-
nych, g ównie z powodu trudno ci z ich kalibracj  i dopasowaniem do rzeczywistego obiektu 
oraz braku odpowiednich algorytmów sterowania. Wyznaczenie poprawnych modeli progno-
stycznych powinno u atwi  zmian  tej sytuacji. 

W dalszym ci gu poka emy kilka przyk adów takich modeli wyznaczonych w posta-
ci szeregów czasowych i sieci neuronowych na podstawie rzeczywistych danych pomia-
rowych, które dotycz  produkcji wody i produkcji cieków w przyk adowym przedsi -
biorstwie wodoci gowym [1]. 
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2. Dane wej ciowe do modelowania 

Danymi do modelowania s  dobowe pomiary produkcji wody wprowadzanej do sieci 
wodoci gowej oraz dobowe pomiary cieków wprowadzanych do oczyszczalni, zbierane 
przez okres trzech lat. W rezultacie mamy do dyspozycji dwa ci gi danych o liczno ci
1095 elementów ka dy, pokazane na rysunkach 3. 
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Rys. 3.  Produkcja wody (lewy rysunek) i cieków w badanym przedsi biorstwie wodoci gowym

Fig. 3.  Water (left) and wastewater (right) production in the waterworks investigated
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Rys. 4.  Produkcja wody (mniejsze warto ci) i cieków w badanym przedsi biorstwie

Fig. 4.  Water (smaller values) and wastewater production in the waterworks
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Istotnymi cechami danych s , ich okresowo  oraz widoczna przewaga ilo ci cie-
ków nad ilo ci  produkowanej wody. Wida  to wyra nie na rysunku 4, gdzie oba ci gi
danych s  na siebie na o one. Okresowo  w produkcji wody jest spowodowana zmien-
no ci  jej zu ycia w cyklu tygodniowym, co w konsekwencji wp ywa na okresowo
produkcji cieków. Poniewa  dane dotycz  pomiarów dobowych a nie godzinowych, 
wi c nie wyst puj  w nich szybsze okresowo ci zwi zane ze zmiennym rozbiorem 
wody, a wi c i produkcj cieków, w cyklu dobowym. Ilo ci cieków wi ksze od ilo ci
produkowanej wody s  wynikiem przede wszystkim opadów deszczowych, które nie 
by y monitorowane. Brak tych danych powoduje, e w ci gu pomiarowym dotycz cym
cieków nale y wyeliminowa  wp yw opadów wzgl dnie uwzgl dni  go w ci gu pomia-

rowym dotycz cym produkcji wody. Nie jest mo liwe zrobienie tego w sposób dok adny
bez odpowiednich informacji o opadach, dlatego postanowiono wyeliminowa  wp yw
opadów w pomiarach cieków w sposób przybli ony poprzez wyg adzenie danych. 

3. Metody modelowania 

Modele prognostyczne dop ywu cieków wyznaczano g ównie z zastosowaniem po-
staci opisu modeli stochastycznych klasy ARMA (autoregression moving average). Do 
ich identyfikacji stosuje si  zwykle tak zwane metody szeregów czasowych, oparte na 
metodzie najmniejszej sumy kwadratów. W Instytucie Bada  Systemowych PAN opra-
cowano bibliotek  programów komputerowych IDOL (Identyfikacja Dynamicznych 
Obiektów Liniowych), s u cych do wyznaczania modeli z o onych procesów dyna-
micznych [2]. Programy zawieraj  podstawowe metody identyfikacji liniowych i nieli-
niowych modeli dyskretnych, w tym: metod  najmniejszej sumy kwadratów Kalmana, 
metod  uogólnionej sumy kwadratów Clarke’a, metod  najwi kszej wiarogodno ci,
metod  regresji liniowej i metod  regresji nieliniowej. Ponadto biblioteka zawiera 
programy do wyg adzania danych pomiarowych algorytmami redniej ruchomej 
i wielomianów aproksymacyjnych, a tak e zawiera algorytmy oceny statystycznej 
wyznaczanych modeli. 

Badane modele prognostyczne dop ywu cieków s  dynamicznymi modelami linio-
wymi. Przyj ta w programach biblioteki posta  opisu takich modeli jest w ogólno ci
nast puj ca

∑
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Z kolei w przypadku modelu ró nicowego typu ARMA (autoregressive moving ave-
rage) ka dy bie cy pomiar chwilowy jest traktowany jak funkcja pewnej liczby po-
przednich pomiarów z dodanym zak óceniem oznaczaj cym b d pomiaru. Liczba 
uwzgl dnionych poprzednich pomiarów oznacza rz d modelu. Opis modelu jest postaci 

nRnRnnn vyayayay ++++= −−− ...2211
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gdzie R jest rz dem modelu, ai jest parametrem modelu a vn oznacza b d pomiaru. 
Wyznaczenie modelu ró nicowego polega na wyznaczeniu jego rz du oraz obliczeniu 
warto ci parametrów. 

Do wiadczenia ze stosowania biblioteki IDOL wykazuj , e w przypadku modeli 
dynamicznych metod  najbardziej niezawodn  jest stosunkowo wolna metoda najwi k-
szej wiarogodno ci. Z kolei metoda Kalmana jest najszybsza, dlatego jej w a nie u yto
do modelowania dop ywu cieków. Metoda Clarke’a jest dok adniejsza od metody 
Kalmana i szybsza od metody najwi kszej wiarogodno ci, jednak bardziej od niej 
zawodna, to znaczy mo e zbiega  do z ych rozwi za , tak zwanych optimów lokalnych,
w przypadku bardziej z o onych modeli. W metodzie Kalmana nie stosuje si  dodatko-
wego opisu dla zak ócenia skorelowanego vn. Wyznaczony estymator parametrów 
w modelu procesu jest asymptotycznie nieobci ony dla metody Clarke’a i najwi kszej
wiarogodno ci i jest on asymptotycznie obci ony dla metody Kalmana. 

Drugi sposób modelowania dop ywu cieków polega  na zastosowaniu sieci neuro-
nowych. Zastosowano sie  typu BP (back propagation feedforward network), sk adaj c
si  z 3 warstw: wej ciowej, ukrytej i wyj ciowej, oraz maj cej liniowe funkcje przej-
cia [4]. Wyznaczano modele przy u yciu tych samych danych pomiarowych, na pod-

stawie których wyznaczono modele szeregów czasowych za pomoc  metody Kalmana. 
Obliczenia modelowania za pomoc  sieci neuronowych wykonano przy u yciu pakietu 
obliczeniowego MATLAB. 

4. Wyniki modelowania 

Pierwszy etap modelowania polega  na wyznaczeniu modelu autoregresji jedynie na 
podstawie danych dotycz cych cieków surowych, bez ich wyg adzenia (Model 1 
w tabeli 1). Wyznaczony model jest trzeciego rz du z trzema parametrami ai, przy czym 
wszystkie parametry s  istotne (ich wariancje di s  mniejsze od odpowiednich warto ci
parametrów). Jednak b d modelowania jest stosunkowo du y, co wida  na rysunku 5 
(dolny wykres) a tak e po du ej warto ci sumy resztowej SS i stosunkowo ma ej warto-
ci wspó czynnika korelacji RR mi dzy wyj ciem modelu i pomiarami. 

Dlatego w kolejnym kroku wyg adzono pomiary cieków za pomoc  algorytmu 
redniej ruchomej, eliminuj c w ten sposób z danych piki odpowiedzialne za opady 

deszczowe. Przyj to szeroko  okna równ  siedmiu pomiarom i proces wyg adzania
wykonano trzy razy. Wyniki wyg adzania s  widoczne na rysunku 6. 

Kolejny model by y równie  modelem autoregresji wyznaczonym dla wyg adzonych
pomiarów cieków (Model 2). Wyniki modelowania zamieszczono na rysunku 7 i równie
w tabeli 1. Wida  obecnie, e wyg adzanie znacznie poprawi o wyniki modelowania, ponie-
wa  suma resztowa modelu SS jest znacznie mniejsza, a wyznaczony wspó czynnik korelacji 
RR jest znacznie wi kszy, ni  poprzednio. Wyznaczony model jest tak e trzeciego rz du,
przy czym drugi parametr w modelu a2 jest praktycznie nieistotny ze wzgl du na du
wariancj  w stosunku do jego warto ci (warto ci wariancji i parametru s  tego samego 
rz du). Szczególnie na rysunku 7 wida  wyra nie, jak dobrze model dopasowuje si  do 
pomiarów i jednocze nie jak niewielki jest b d modelowania. 
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Rys. 5.  Model autoregresji dop ywu cieków bez wyg adzenia danych (Model 1; seria 3 – 
b d modelowania)) 

Fig. 5.  Autoregression model of the sewage inflow without smoothing the data (Model 1; 
serie 3 – model error) 
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Rys. 6. cieki surowe przed (seria 1) i po wyg adzeniu (seria 2) 

Fig. 6.  Raw sewage inflow before (serie 1) and after smoothing (serie 2) the data

W kolejnych krokach modelowania wyznaczono modele dop ywu cieków w funkcji 
produkcji wody, chc c sprawdzi , czy istnieje funkcyjna zale no  mi dzy tymi zmien-
nymi. Podobnie jak poprzednio, korzystano z metody Kalmana u ytej tym razem do 
modelu z jednym wej ciem i jednym wyj ciem. Podobnie te  jak poprzednio, w przy-
padku pomiarów cieków surowych stosowano dane niewyg adzone i dane wyg adzone
za pomoc  algorytmu redniej ruchomej. 
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Wyniki oblicze  zamieszczono w tabeli 1 i na rysunkach 8 i 9. Wyniki te w pewnym 
sensie s  podobne do otrzymanych wcze niej. Model dla danych niewyg adzonych
(Model 3) jest gorszy od modelu dla danych wyg adzonych (Model 4). Jednocze nie
jednak modele z uwzgl dnieniem produkcji wody s  znacznie lepsze od modeli autore-
gresji, korzystaj cych jedynie z pomiarów cieków.
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Rys. 7.  Model autoregresji dop ywu cieków po wyg adzeniu danych (Model 2; seria 3 – 
b d modelowania)) 

Fig. 7.  Autoregression model of the sewage inflow after smoothing the data (Model 1; serie 
3 – model error) 
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Rys. 8.  Model dop ywu cieków w funkcji produkcji wody bez wyg adzenia danych (Model 
3; seria 3 – b d modelowania)) 

Fig. 8.  Model of the sewage inflow depending on the water production without smoothing 
the data (Model 3; serie 3 – model error)
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Model 3 jest modelem trzeciego rz du, w którym w operatorze wyj cia wszystkie 
parametry ai s  istotne, natomiast w operatorze wej cia naprawd  istotny jest jedynie 
parametr wolny b0, natomiast pozosta e parametry bi s  na granicy istotno ci. W przy-
padku Modelu 4, równie  trzeciego rz du, w operatorze wyj cia drugi parametr a2 jest 
nieistotny, podobnie jak w Modelu 2, natomiast w operatorze wej cia na granicy istotno-
ci s  parametry b2 i b3, podobnie jak w Modelu 3. Niemniej Model 4 wydaje si  bardzo 

dobry, poniewa  suma resztowa SS jest ju  bardzo ma a a wspó czynnik korelacji RR jest 
praktycznie równy 1, czy osi ga warto  maksymaln . Mo na wi c powiedzie , e
stosunkowo prosty model dobrze opisuje zale no  mi dzy ilo ci  produkowanej wody a 
ilo ci  produkowanych cieków, bez uwzgl dnienia jednak dodatkowych cieków
tworzonych przez opady. 
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Rys. 9.  Model dop ywu cieków w funkcji produkcji wody z wyg adzeniem danych (Model 4; 
seria 3 – b d modelowania)) 

Fig. 9.  Model of the sewage inflow depending on the water production after smoothing the 
data (Model 4; serie 3 – model error)

Tab. 1.  Wyznaczone modele dop ywu cieków surowych; SS – suma resztowa; RR – 
wspó czynnik korelacji pomiarów z wyj ciem modelu 

Tab. 1.  Calculated models of the raw sewage inflow; SS – residuum value, RR - correlation 
coefficient

 Model 1 Model 2 Model 3 Model 4 
a1 / d1 -0.72 / 0.03 -1.17 / 0.03 -0.65 / 0.03 -1.14 / 0.03 
a2 / d2 -0.12 / 0.04 0.03 / 0.05 -0.10 / 0.04 0.00 / 0.04 
a3 / d3 -0.14 / 0.03 0.14 / 0.03 -0.09 / 0.03 0.16 / 0.03 
b0 / d0   0.33 / 0.05 0.17 / 0.02 
b1 / d1   -0.03 / 0.07 -0.14 / 0.02 
b2 / d2   -0.06 / 0.06 -0.02 / 0.02 
b3 / d3   -0.06 / 0.05 0.02 / 0.02 
SS 4820 1350 4616 1275 
RR 0.897 0.974 0.658 0.999 
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Oprócz wyznaczonych wy ej modeli ró nicowych wykonano równie  obliczenia do-
datkowe dla modeli neuronowych, chc c sprawdzi  przydatno  równie  takiego sposo-
bu modelowania do prognozowania dop ywu cieków surowych. Zastosowano model 
typu NNAR (neuronal net autoregressive model), posiadaj cy 5 neuronów na warstwie 
wej ciowej, 7 neuronów na warstwie ukrytej i 1 neuron na warstwie wyj ciowej [4]. 
Odpowiada on modelowi ró nicowemu autoregresji pi tego rz du. Przed przyst pieniem
do oblicze  dokonano skalowania danych pomiarowych, sprowadzaj c je do przedzia u

>−< 1,1  z warto ci redni  0 i wariancj  1. Takiego skalowania nie robiono w przy-

padku modeli ró nicowych ARMA. Przy wyznaczaniu modelu neuronowego zastoso-
wano algorytm badania istotno ci po cze  mi dzy neuronami i usuwania po cze
nieistotnych (pruning). Danych pomiarowych przy tworzeniu modeli i prognozowaniu, 
czyli w fazie uczenia i fazie testowania sieci neuronowej, u ywano w identyczny sposób, 
jak w modelu ró nicowym, to znaczy w przesuwaj cym si  oknie pomiarowym o zada-
nej d ugo ci pierwszy pomiar oznacza  wyj cie sieci a pozosta e pomiary oznacza y
wej cia sieci. 
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Rys. 10.  Model neuronowy dop ywu cieków (rysunek górny) i b d prognozowania (rysunek 
dolny); dane treningowe 

Fig. 10.  Neuronal model of the sewage inflow (on top) and the forecasting error (below); 
training data 
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Rys. 11.  Funkcja autokorelacji dla b du prognozowania modelu neuronowego; dane 
treningowe

Fig. 11.  Autocorrelation function for the forecasting error of the neuronal model; training data
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Rys. 12.  Model neuronowy dop ywu cieków (rysunek górny) i b d prognozowania (rysunek 
dolny); dane testuj ce

Fig. 12.  Neuronal model of the sewage inflow (on top) and the forecasting error (below); 
testing data
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Rys. 13.  Funkcja autokorelacji dla b du prognozowania modelu neuronowego; dane 
testuj ce

Fig. 13.  Autocorrelation function for the forecasting error of the neuronal model; testing data

Na rysunkach 10 – 13 pokazano przyk adowe wyniki modelowania z u yciem sieci 
neuronowych. Ocena otrzymanych wyników jest pozytywna, poniewa  wida  na rysun-
kach, e model neuronowy wyznacza poprawne prognozy dop ywu cieków do oczysz-
czalni. Na rysunkach 11 i 13 pokazano, e b d prognozowania z u yciem modelu 
neuronowego ma charakter bia ego szumu. Obliczenia wskazuj , e sieci neuronowe 
jako modele prognostyczne s  konkurencyjne w stosunku do klasycznych modeli ró ni-
cowych, chocia  trzeba jednocze nie zaznaczy , e wyznaczanie i stosowanie modeli 
ró nicowych jest prostsze ni  w przypadku modeli neuronowych. 

5. Uwagi ko cowe

W pracy przedstawiono pewne wyniki wyznaczania modeli matematycznych prze-
znaczonych do prognozowania dop ywu cieków surowych do oczyszczalni. Wyznaczo-
ne modele s  opisane równaniami ró nicowymi wzgl dnie sieciami neuronowymi. 
Wyznaczano modele autoregresji, w których prognoza dop ywu odbywa si  jedynie na 
podstawie wcze niejszych jego warto ci, oraz modele, w których prognozowany dop yw
jest funkcj  produkcji wody. Otrzymane wyniki wskazuj , e zarówno równania ró ni-
cowe, jak i sieci neuronowe s  w stanie dobrze opisa  modelowane procesy a wyznaczo-
ne modele poprawnie prognozuj  dop yw cieków, chocia  modele autoregresji s  mniej 
dok adne, ni  modele uwzgl dniaj ce zale no  ilo ci cieków od ilo ci produkowanej 
wody. Jednocze nie modele neuronowe s  bardziej z o one i mniej wygodne w eksplo-
atacji, ni  klasyczne modele ró nicowe.

Problemem w obliczeniach by  fakt, e nie posiadano danych pomiarowych dotycz -
cych opadów deszczowych w okresie zbierania pomiarów. St d istnia a niezgodno
mi dzy danymi dotycz cymi ilo ci produkowanej wody i danymi dotycz cymi ilo ci
cieków dop ywaj cych do oczyszczalni. W rezultacie modele tworzone dla takich 

‘niezgodnych’ danych by y mniej dok adne, ni  modele tworzone dla danych, w których 
poprzez wyg adzanie wyeliminowano wp yw opadów. Wydaje si , e wyniki modelo-
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wania b dzie mo na znacznie poprawi , je eli b dzie si  dysponowa  pomiarami opa-
dów deszczowych i uwzgl dni si  je w danych dotycz cych produkcji wody. 

W wyznaczonych modelach ró nicowych cz  parametrów by a nieistotna wzgl d-
nie ma o istotna, co wiadczy o okresowo ci badanych procesów. Nieuwzgl dnienie tych 
parametrów w modelach powinno równie  poprawi  wyniki modelowania. 

Wykonane obliczenia mia y charakter rozpoznawczy i s  wst pem do dalszych bada
zwi zanych z opracowaniem algorytmów do optymalnego sterowania oczyszczalni
cieków. Prognozowanie dop ywu cieków i konsekwencji równie adunku zanieczysz-

cze  dop ywaj cych do oczyszczalni powinno w koncepcji autorów znacznie usprawni
sterowanie z o onym procesem oczyszczania cieków.
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