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A MODEL AND ALGORITHMS FOR THE RESOURCE-CONSTRAINED
PROJECT SCHEDULING PROBLEM WITH CHANGEOVER
RESOURCES AND TRANSPORTATION NETWORK

The resource-constrained project scheduling problem with changeover resources and
transportation network is considered. In this problem a set of nonpreemptable activities,
which are precedence related are executed using some scarce renewable and nonre-
newable resources. These resources are placed in several geographically distributed
localizations. Localizations may differ among themselves in types and availabilities of
resources. Moreover, another type of resources called changeover resources is consi-
dered. These resources may be moved between locations. All locations are connected
via transportation network, where each connection between a pair of locations is charac-
terized by a set of parameters. There are two types of operations: activities and transfers.
Activities are executed in a given location using renewable and nonrenewable resources
placed in this location. Moreover, some co-called changeover resources are processed
by activities. Transfers use connections of the transportation network to move some
changeover resources from one location to another one. A general and extensible ma-
thematical model of this problem is proposed. Finally, three algorithms developed to find
a feasible resource allocation for all activities of the entire project are presented.

1. Wprowadzenie

Wspotczesny decydent czesto ma do czynienia z coraz bardziej skomplikowanymi
sytuacjami. Niejednokrotnie musi on podejmowac decyzje dotyczace zadan sktadajacych
si¢ ze zbioru wzajemnie powigzanych czynnosci. Kazda z tych czynno$ci na ogot wy-
maga uzycia innych zasobow, a zasoby te cz¢sto znajduja si¢ w rdznych, geograficznie
rozproszonych lokalizacjach, ktore moga r6zni¢ si¢ od siebie pod wzglgdem typow i/lub
dostepnosci znajdujacych si¢ w nich zasobow. Lokalizacje potaczone sa wzajemnie za
posrednictwem polaczen tworzacych tzw. sie¢ transportowa. Poszczegodlne polaczenia tej
sieci mogg rézni¢ si¢ od siebie parametrami. Wzajemne powigzanie czynnosci, okresla-
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jace cze$ciowy porzadek ich wykonywania, czgstokro¢ wynika z faktu, ze kolejne
czynnosci polegaja na przetwarzaniu pewnego zasobu, ktory trafia w pewnej postaci na
wejscie jednej czynnosci, a po wykonaniu tej czynno$ci pojawia si¢ na jej wyjSciu w
postaci przetworzonej, ktéra wymagana jest na wejsciu innej czynnosci. Zasob taki
nazywac¢ bedziemy zasobem przetwarzanym. Jezeli przyjmiemy, ze dwie nastgpujace po
sobie czynno$ci nie moga by¢ wykonane w tej samej lokalizacji, ze wzglgdu na brak
odpowiednich zasobow, to wowczas muszg by¢ one wykonane w dwoch réznych lokali-
zacjach, co pocigga za soba konieczno$¢ przetransportowania zasobu przetwarzanego
pomiedzy tymi lokalizacjami. Taka czynno$¢ bedziemy nazywaé przesylem zasobu
przetwarzanego. Moze ona charakteryzowaé si¢ pewnymi wymaganiami wobec pota-
czen sieci transportowej, co prowadzi do tego, ze polaczenia o parametrach nizszych niz
wymagane nie mogg postuzy¢ do przetransportowania danego zasobu przetwarzanego.
W pracy prezentujemy sposob zamodelowania tego problemu korzystajacy z klasycznej
teorii rozdziatlu zasobow. Przedstawiony model jest ogélny i moze w latwy sposob
zosta¢ zaadaptowany do dowolnego problemu o podobnej naturze. Sie¢ transportowa
moze stanowi¢ na przyktad rozbudowany rurociag, w ktéorym poszczegolne potaczenia
moga rozni¢ si¢ takimi parametrami jak srednica rury, czy tez ci$nienie robocze. Zaso-
bem przetwarzanym moze by¢ wowczas dowolna ciecz, np. woda, a zasoby w poszcze-
golnych lokalizacjach beda odpowiedzialne za wlasciwe przetworzenie tej cieczy.

W przypadku, gdy mamy do czynienia z rozbudowang siecig transportowa, w ktorej
poszczegolne potaczenia roéznig si¢ od siebie parametrami, a lokalizacje sg zréznicowane
pod wzgledem typow i dostgpnosci zasobdw, samo zadanie decyzyjne sktada si¢ z wielu
powigzanych kolejnosciowo czynnosci. Ponadto, gdy w tym problemie dostepnosc
zasobowa oraz parametry poszczegoélnych potaczen sg bardzo zblizone do wymagan
odpowiednich czynno$ci, to woéwczas znalezienie jakiegokolwiek dopuszczalnego
przydzialu zasoboéw do poszczegdlnych czynnosci jest zadaniem trudnym nawet dla
doswiadczonego decydenta.

Zatem, oprocz sposobu zamodelowania tego problemu, ktory przedstawiony zosta-
nie w nastgpnym punkcie, pokazujemy rowniez w ujgciu algorytmicznym sposob spraw-
dzenia, czy istnieje jakikolwiek dopuszczalny przydzial zasoboéw do poszczegoélnych
czynnosci, ktoéry gwarantuje wykonanie calego zadania przy spetnieniu wszystkich
ograniczen. Jest to tematem trzeciego punktu tej pracy, w ktorym prezentujemy roéwniez
sposob wyznaczania takich przydziatow w przypadku, gdy jakikolwiek przydziat istnie-
je, a takze algorytm losowy, ktory wyznaczy konkretny dopuszczalny przydzial zaso-
bow.

2. Model

Rozwazany problem zamodelowano w oparciu o klasyczng teori¢ rozdziatu zasobow.
Przeglad roznych algorytmow i modeli i innych zagadnien zwiazanych z ta klasa pro-
bleméw mozna migdzy innymi znalez¢ w nastgpujacych pracach: [1]-[11], [13]-[15][17]
oraz[19][20].

Rozwazane zadanie, ktore ze wzgledu na swoja struktur¢ nazywac bedziemy projek-
tem, sklada si¢ ze zbioru V = {4,,..., 4,} niepodzielnych czynno$ci. Pomi¢dzy niekto-
rymi czynno$ciami projektu wystgpuja ograniczenia kolejnosciowe, co oznacza, ze
wykonywanie pewnej czynno$ci moze si¢ rozpocza¢ dopiero po zakonczeniu czynnosci,
ktoére ja poprzedzaja. Kolejno§¢ wykonywania poszczegdlnych czynnosci wynikajaca z
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wystgpowania ograniczen kolejnosciowych okreslona jest przez struktur¢ projektu
graficznie przedstawiang w postaci sieci czynnosci o reprezentacji wierzchotkowej. W
tej reprezentacji czynno$ci wystepuja jako wierzchotki a ograniczenia kolejnosciowe
jako tuki spojnego i acyklicznego grafu skierowanego G = (V, E). Zaklada si¢, ze graf
ten ma doktadnie jeden wierzchotek poczatkowy i dokladnie jeden wierzchotek koncowy
oraz ze wierzchotki sa zaetykietowane w porzadku topologicznym, czyli etykieta dowol-
nego wierzchotka jest zawsze wigcksza od etykiet jego wszystkich poprzednikéw oraz
mniejsza od etykiet jego wszystkich nastgpnikow. Przez Pred(d4;) oraz Succ(4;) ozna-
czamy odpowiednio zbidr wszystkich bezposrednich poprzednikéw i bezposrednich
nastepnikow czynnosci 4;. Kazda czynno$¢ wymaga do swej realizacji pewnych zaso-
béw, ktore na ogot dostepne sg w ograniczonej ilosci. Dwie podstawowe kategorie
zasobow s3 rozwazane: odnawialne i nieodnawialne. Zasoby odnawialne rozmieszczone
w wielu geograficznie rozproszonych lokalizacjach. Dostepnos¢ poszczegolnych typow
zasobow odnawialnych moze si¢ rézni¢ pomiedzy roéznymi lokalizacjami. Zasoby
odnawialne oznaczane sg jako R/’ a zasoby nicodnawialne jakoR, gdzie indeks £,

k=1,2, ... , oznacza k-ty typ zasobu odnawialnego lub nieodnawialnego. Ponadto,
rozwazana jest jeszcze jedna kategoria zasobowa dotyczaca tzw. zasoboéw przetwarza-
nych[18]. Cecha charakterystyczna takich zasobow jest to, ze nie s one zwigzane na
state z zadna lokalizacja i moga by¢ przesylane pomi¢dzy poszczegdlnymi lokalizacja-
mi, o ile istnieje pomiedzy nimi odpowiednie polaczenie. Czgsto zasoby te w trakcie
wykonywania danej czynno$ci sg przetwarzane, czyli na wej$cie czynnosci trafiajg w
pewnej postaci, a na jej wyj$ciu pojawiaja si¢ w postaci juz zmodyfikowanej, potrzebne;j
na wejsciu innej czynno$ci. Zasoby tego typu oznaczamy przez R}, k=1,2, ... .
Podobnie jak w poprzednim przypadku indeks k oznacza tutaj k-ty typ zasobu.

Sie¢ transportowa jest reprezentowana przez nieskierowany graf I'= (N, ¥) odpo-
wiadajacy topologii potaczen sieci. W jest zbiorem krawedzi reprezentujacych potaczenia
migdzy weztami grafu I', ¥ = {(u,v),: ueN, y =1, 2, ...}, gdzie indeks y stosowany jest
w celu rozréznienia roznych polaczen pomigdzy ta samg parg weztow. N jest zbiorem
wszystkich weztéw grafu i jest on podzielony na dwa rozlaczne podzbiory X oraz II.
Zbior X reprezentuje wszystkie lokalizacje, w ktérych znajduja si¢ zasoby, o ktoére
ubiegaja si¢ czynnosci projektu. Natomiast zbior I1 zawiera pozostate lokalizacje, w
ktérych chociaz zasobow nie wystepuja, to jednak musza by¢ uwzglednione dlatego, ze
w tych wezlach zbiegaja si¢ co najmniej trzy polaczenia sieci transportowej. Mdowiac
bardziej obrazowo, zbior X jest zbiorem miejsc, w ktorych nastepuje przetwarzanie,
czyli lokalizacji docelowych, a zbidr II jest zbiorem skrzyzowan sieci transportowe;j,

czyli lokalizacji posrednich. Pk’)é oznacza liczbe jednostek zasobu odnawialnego R?,
X

jaka jest dostepna w lokalizacji X,. Wowczas B! = ZP,C‘); oznacza sumaryczng liczbe
x=1

jednostek zasobu odnawialnego R4, jaka dysponujemy w catym projekcie. Natomiast,

P’ oznacza liczbe jednostek zasobu nicodnawialnego R, jaka jest dostgpna w catym

projekcie. Zaktadamy, ze zasoby nieodnawialne, w odréznieniu od zasobéw odnawial-
nych, nie sg przypisane do danej lokalizacji, lecz mogg by¢ pobierane z catkowitej puli
w dowolnej lokalizacji. Takie podej$cie ma bardzo praktyczne uzasadnienie jezeli jako
przyktad zasobu nicodnawialnego postuza zrodla zasilania lub tez pienigdze. Oczywi-
$cie, mozliwe jest rowniez podejscie, w ktorym zasoby nieodnawialne beda powigzane z
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lokalizacjami, co mozna w tatwy sposob uwzgledni¢ w modelu. W takim przypadku Pk';

oznacza liczbe jednostek zasobu odnawialnego R7, jaka jest dostepna w lokalizacji X,.
X
Wowcezas B = ZP,C’; oznacza sumaryczng liczb¢ jednostek zasobu odnawialnegoR 7,
x=1
jaka jest dostepna w catym projekcie.
Dla kazdego potaczenia (u, v)ip sa okreslone dwa parametry: waga a)y’,‘ " oraz zbidr

Qp" . Waga " odpowiada parametrowi potaczenia, ktéry bezposrednio wptywa na
czas potrzebny do przestania wymaganej iloéci zasobu odpowiedniego przetwarzanego.
Moze to by¢ na przyktad dtugosé lub szerokos¢ takiego potaczenia. Zbior Q" jest

zbiorem wszystkich ograniczen dla polaczenia (i, v)y . Przyktadami, takich ograniczen
moga by¢ maksymalna dopuszczalna predkosé, maksymalna dopuszczalna tadownos¢ w
przypadku potaczen reprezentujacych potaczenia drogowe, maksymalna przepustowosc¢
w przypadku rurociggu itp.

Kazda czynno$¢ moze by¢ wykonana na kilka alternatywnych sposobow, ktore mie-
dzy soba r6znig si¢ wymaganiami zasobowymi oraz czasami wykonania. Dla czynnosci
A; zbidr mozliwych sposobdw wykonywania tej czynnosci oznaczamy przez M;. Sposob,
jakim wykonywana jest czynno$¢ A; oznaczany jest przez m; € M; . Jesli czynnos$¢ A;
wykonywana jest sposobem m; , to czas wykonywania tej czynnosci wynosi dim , jego

zadania zasobowe wynoszg r” ~ wzgledem k-tego zasobu odnawialnego RY,

imk
k=1.2,..., riZk wzgledem k-tego zasobu nieodnawialnego RZ , k=12, ..., oraz ry,
wzgledem k-tego zasobu przetwarzanegoR ), k=12, ... . Zaktadamy, ze kazda czyn-

no$¢ A; moze by¢ wykonana jednym i tylko jednym sposobem m; w jednej i tylko jednej
lokalizacji X,. Innymi stowy czynnos$¢ nie moze w trakcie wykonywania zmieni¢ sposo-
bu jakim jest wykonywania. Ponadto, nie moze by¢ w tym samym czasie wykonywana
przy uzyciu zasobow pochodzacych z roéznych lokalizacji, ani tez nie moze w trakcie
wykonywania zmieni¢ lokalizacji, w ktorej rozpoczeto wykonywanie tej czynnosci,
nawet wtedy gdy dostepne stang si¢ zasoby, na ktdrych ta czynno$¢ mogtaby wykonac
si¢ kroce;j.

Ponadto, rozwazany jest jeszcze jeden typ operacji, zwigzany wylacznie z zasobami
przetwarzanymi, a $cislej rzecz ujmujac z transferem zasoboéw przetwarzanych pomiedzy
réznymi lokalizacjami. Operacj¢ taka nazywamy przesytem i jest ona oznaczana jako
para (4,, A;). Zapis ten oznacza, ze przesyl nastgpuje pomigdzy lokalizacjami X; and X; ,
w ktorych wykonywane sa odpowiednio czynnoéci 4; oraz 4;. Zakladamy, Ze kazde
ograniczenie kolejnosciowe projektu spowodowane jest odpowiednim przesylem.
Oczywiscie, mozliwe jest takze inne pochodzenie ograniczen kolejnosciowych, co
rowniez moze by¢ z latwoscia zaadaptowane w tym modelu. W konsekwencji powyz-
szego zalozenia nie ma potrzeby rozwazania osobnego zbioru czynno$ci projektu,
poniewaz w takim przypadku przesyly moga by¢ reprezentowane przez odpowiednie
tuki sieci czynnosci reprezentujacej dany projekt.

Kazdy przesyt (4;, 4;) charakteryzuja trzy parametry: wielko$¢ przesyhu Fy;, zbior By,
wymagan przesytu, oraz zbiodr RZl-j jednostek k-tego zasobu przetwarzanego, ktore

nalezy przesta¢ pomigdzy lokalizacjami X; oraz X;. Zbior B; jest stosowany by okreslic,
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czy dana /-ta $ciezka P, (X, X;) pomigdzy lokalizacjami X; oraz X; moze badZ nie moze
by¢ uzyta do przesyhu (A,,A) pomigdzy tymi lokalizacjami. Wlelkosc przesytu Fj;

tacznie z wagami )" dla wszystkich polaczen (u,v)y tworzacych w grafie I' $ciezke

Pi(X;, X)) wyznaczaja czas przesylu ), czyli czas, jaki zajmie przesyt odpowiednich
zasobow po Sciezce P;(X;, X)). Zauwazmy, ze w przypadku gdy obydwie czynnos$ci A4;
oraz 4; s3 wykonywane w tej samej lokalizacji X, czas przesyhu jest rowny 0.

Celem jest taki przydzial zasobéw do czynno$ci oraz potaczen sieci transportowej do
przesytéw i uszeregowanie tych operacji w taki sposob, aby minimalny byt czas wyko-
nania calego projektu, uwzgledniajacy zaréwno czasy wykonania poszczegolnych
czynnosci, jak i czasy przesytow

3. Algorytmy

Rozwazany problem rozdziatu zasobéw z wieloma sposobami wykonywania czynno-
$ci oraz z siecig transportow jest silnie NP-trudnym problemem optymalizacyjnym, co
wynika z faktu, ze jest on uogdlnieniem klasycznego problemu rozdziatu zasobow z
wieloma sposobami wykonywania czynno$ci. Ponadto, dla problemu rozdzialu zasobow
z wieloma sposobami wykonywania czynno$ci w obecno$ci co najmniej dwoch typow
zasobow nieodnawialnych juz samo znalezienie jakiegokolwiek rozwigzania dopusz-
czalnego jest NP-zupetnym problemem decyzyjnym [12]. Oczywiscie, tak samo jest w
wersji tego problemu z siecig transportowa. Znalezienie rozwigzania dopuszczalnego w
tym przypadku wydaje si¢ by¢ jeszcze bardziej skomplikowane. W dalszej czesci tego
punktu przedstawimy pewne definicje, ktore nastepnie znajdg zastosowanie w konstruk-
cji algorytméw shuizacych do wyznaczania dopuszczalnych przydziatdow zasobow w
rozwazanym problemie. Przedstawione tu dwa algorytmy sa adaptacja algorytmow
RA-TT i RA-W zaproponowanych w [16] do przydzielania zasoboéw obliczeniowych i
sieciowych $rodowiska gridowego dla zadan typu workflow. Pierwszy z tych algoryt-
mow o nazwie RA-TT zostat zaprojektowany do znajdowania dopuszczalnych przydzia-
16w zasobow do czynnos$ci oraz potaczen sieci transportowej do przesytow dla dwoch
kolejnych czynnosci potaczonych ograniczeniem kolejno§ciowym. Drugi algorytm shuzy
do znalezienia dopuszczalnego przydziatu zasobdéw dla calego projektu.

Zacznijmy od definicji dopuszczalnego przydziatu zasobow. Przydzial zasobow jest
dopuszczalny o ile spelnia dwa nastepujace warunki:

(i) Kazda czynno$¢ 4, jest przydzielona do wezta X, bedacego w stanie wykonac te

czynnos¢, to jest 7, < By dlak=1,2, ..., jesli czynno$¢ 4; jest wykony-

wana sposobem m;

(il) Sumaryczne zapotrzebowanie wszystkich czynnosci projektu na k-ty zasob nie-
odnawialny R7,k=1,2, ..., nie przekracza dostepnosci tego zasobu

(iii) Kazdy przesyt (4;, 4)) jest reahzowany po Sciezce P;(X;, X)) takiej, Ze wszystkie
wymagania przesytu (4,, 4;) okreSlone w zbiorze B;; sa spetnione przez kaz-
de potaczenie (u,v)y nalezace do Sciezki P; (X;, X)).

W prosty sposob mozna sprawdzi¢ warunek (i). Wystarczy poréwnaé zadania zaso-
bowe czynno$ci 4; z ilo§ciami zasobow dostepnymi w danej lokalizacji. Jesli zrobimy to
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dla kazdej lokalizacji zawierajacej zasoby, to otrzymamy dla kazdej czynnos$ci A; zbior
Y; = X wszystkich weztéw zawierajacych zasoby zdolnych do wykonania czynnosci 4; .
Kazda czynno$¢ zostanie nastgpnie przydzielona do doktadnie jednego wezta zasobowe-
go ze zbioru Y; . Jesli dla dowolnej czynnosci 4; zachodzi warunek Y; = @ wowczas nie
istnieje zaden dopuszczalny przydzial zasobow dla projektu P.

Warunek (ii) jest rowniez stosunkowo tatwo weryfikowalny. Wystarczy sprawdzi¢
podczas procesu przydzielania zasobow do czynnosci czy przypadkiem nie zostata
przekroczona dostepnosc¢ jakiegokolwiek zasobu nieodnawialnego.

Najbardziej skomplikowany jest proces sprawdzenia warunku (iii). Najpierw, nalezy
wyznaczy¢ w grafie I' podgraf I'; € T" usuwajac z grafu I wszystkie potaczenia (u,v)y
dla ktorych zbiér ograniczen Qy’j" zawiera warunki niezgodne z wymaganiami przesytu
(A, 4;) okreslonymi w zbiorze B;; . Nastgpnie w podgrafie I'; wyznaczymy wszystkie

sktadowe spdjne F,ij cl, k=1,2,.... Taki podgraf F,if bedziemy w skrécie nazy-
wac podsiecig. Przesyt (4;, 4;) moze by¢ przydzielony do dowolnej z takich podsieci,
poniewaz potaczenia tej podsieci spelniaja wymagania przesytu (4,, 4;). Jednakze, nie
oznacza to jeszcze, ze bgdzie go mozna ten przesyt wykonaé w tej podsieci, poniewaz na
tym etapie jeszcze nie wiadomo, czy wezly tej podsieci sa w stanie wykona¢ obydwie

czynnosci A; oraz A;. Niech XZ = XUNZ bedzie zbiorem weztéw zasobowych w
podsieci T/, gdzie N’,{jest zbiorem wezléw w podsieci F,ij. Czynno$¢ 4; (lub 4))
moze by¢ wykonana w danej podsieci F,? jesli co najmniej jeden wezel zasobowy w tej
podsieci jest w stanie wykona¢ czynno$¢ A4; (lub 4;). Doktadniej to ujmujac, aby dany
przesyt (4;, 4;) mogl by¢ wykonany w podsieci F,ij musza by¢ spelnione nastgpujace
dwa warunki:

i XInY, 2o

(i) X{nY,#D.

W przeciwnym przypadku przesyt (4;, 4) nie moze by¢ wykonany w podsieci 1",? .
Zauwazmy, ze mozliwe jest wykonanie obydwu czynno$ci w tym samym wezle i w
takim przypadku nie ma potrzeby rozwazania przesyhu (4;, 4;), poniewaz nie ma potrze-
by przemieszczania zasobow przetwarzanych pomiedzy roéznymi loakizacjami sieci
transportowej.

Niech operacja <4;, 4> oznacza trojke (4;, (4; 4;), 4;), ktéra sktada si¢ z dwéch
czynnosci 1 przesytu pomiedzy nimi. Operacj¢ takg nazywaé bedziemy operacja typu
Czynnos$¢-Przesyt-Czynnosé lub w skrocie ATA (od ang. Activity-Transfer-Activity).
Dopuszczalny przydziat zasobow dla ATA <A4,, 4> oznaczany jest przez RA; i definio-
wany jest jako taka para wezlow (X;, X)), ze X; €Y, i X, € Y;, oraz w danej podsieci
I/ istnieje Sciezka P;(X;, X;). Dla kazdego k, dopuszczalny przydziat zasobow RA;; dla
ATA <4;, A> mozna otrzymac przez:

(i) Przydziat czynnosci 4; do dowolnego wezla ze zbioru fo =Y, N XZ

(i1) Przydziat czynnosci 4; do dowolnego wezta ze zbioru Z(; =Y;N XZ .
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Oczywiscie jesli, ktorykolwiek ze zbioréow le-‘ lub ZIJ‘- nie zawiera zadnego wezta,
czyli Z¥ =@ lub Z’; =(J, to wowczas ATA <4;, A> nie moze by¢ wykonana w

podsieci T/ . W skrajnym przypadku, moze doj$¢ do sytuacji, w ktorej dla pewnej ATA
<d;, 47> nie istnieje podsie¢, w ktorej bedzie mozna t¢ ATA wykona¢. Oznacza to, Ze
dla danego projektu nie istnieje dopuszczalny przydziat zasobow. W rezultacie nie
istnieje rowniez rozwigzanie dopuszczalnej dla tej instancji problemu.

Nastepujacy algorytm o zlozonoéci obliczeniowej O(max {|[X[*;((N|+[¥|)}) zostal
skonstruowany po to by dla ATA <A4,, A> znalezé zbioér A; zawierajacy wszystkie
dopuszczalne przydziaty zasobow RA;;.

Algorytm RA-TT [16]:

1. AL']' = Q)

2. Znajdz zbiory Y; oraz Y, Jesli Y; = @ lub Y; = @, wowczas dla danego projektu P
nie istnieje zadne rozwigzanie dopuszczalne i STOP.

3. Wyznacz graf I';;.

4. Znajdz wszystkie sktadowe spdjne (podsieci) Flij grafu I';;.
. . k ko pacrs ok _ k_
5. Dla kazdego k wyznacz zbiory Z; oraz Zj.JesSli Z; =& lub Z; =, to ATA
<A;, A> nie moze by¢ wykonana w podsieci F,ij .
6. Dla kazdego k zastap zbior A; nowym zbiorem A = A; U Zik xZ j‘ . Jesli nowe

A;= @, to woéwczas nie istnieje zaden dopuszczalny przydziat zasobéw do projek-
tu.

Dwie ATA <4, 4> oraz <Ay, A> bedziemy nazywa¢ niezaleznymi pod warunkiem,
ze i #j # k# 1. W przeciwnym przypadku te dwia ATA nazywamy zaleznymi, poniewaz
co najmniej jedna czynno$¢ wystepuje w obydwu ATA. Dopuszczalny przydzial zaso-
bow RAp dla projektu P jest zdefiniowany jako funkcja w(Ai): V- X, gdzie
w(Ai) =y wtedy i tylko wtedy, gdy wezet X, jest w stanie wykona¢ czynno$¢ 4;, a dla
kazdej pary <4;, 4> i <4y, A> zaleznych ATA spelnione sg nastepujace warunki:

(1) i=k> HXXZ (XX, Xg) € Aij A (X){: Xp) €Ay

(2) j= k=3Xy: (X)(n Xg) € Aij/\ (Xg, Xp) € Ajl

(3) i=l= E|Xp : (X)( s Xp) (S Aij A (Xe, Xp) € Akj,

Innymi stowy, funkcja w(4;) przypisuje kazda czynno$¢ do odpowiedniego wezta
zasobowego w taki sposob, ze nie wystepuja konflikty pomiedzy zaleznymi ATA.

Przejdzmy zatem do sposobu wyznaczenia dopuszczalnego przydziatu zasobow RAp
dla danego projektu P. Zdefiniuyymy dla kazdej ATA <4, 4> dwa zbiory:

AT ={x,:3(x,,x,)e A, | oraz Al =1{x, :3(X,,X,)e A, }. Zbior A} jest zbiorem
weztow zasobowych wystepujacych jako lewe sktadowe par R4, nalezacych do zbioru
Aj. Natomiast zbior A% definiowany jest prawie tak samo, lecz dotyczy prawych
sktadowych par RA; nalezacych do zbioru A; . Dla kazdej czynnoéci 4, wyznaczamy
zbior A/ = H[A’I{ mHj AJ¥ | ktéry jest zbiorem wszystkich wezlow zasobowych, w

ktérych moze by¢ wykonana czynno$¢ 4, , poniewaz spehiajg one zar6wno wymagania
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zasobowe samej czynnosci, jak i wymagania dotyczace przesytu dla wszystkich ATA, w
ktorych czynno$¢ 4; wystepuje albo jako prawa, albo jaka lewa sktadowa.
Kolejnym etapem jest wyznaczenie dla kazdej ATA <4, 4> zbioru

AT = Ay m(Ai x A’ | zawierajacego wszystkie przydzialy zasobow RA’/ = (X X )
spetniajace warunki (1), (2) i (3) dla catego projektu P. Jesli zaden z tych zbioréw nie
jest zbiorem pustym to musi istnie¢ co najmniej jeden dopuszczalny przydziat zasobow

RAp dla catego projektu P. W przeciwnym przypadku (jesli co najmniej jeden z tych
zbiordéw jest pusty), to nie istnieje zaden dopuszczalny przydziat zasobow RAp.

Oczywiscie mozliwe jest, ze zbior A’;{; bedzie zawierat wigeej niz jeden element,
czyli ‘A;’J‘ >1. W takim przypadku pojawi si¢ problem wyboru ze zbioru A% tylko

jednego RAg € A’}/; dla kazdej ATA <4;, 4>. Problem ten mozna rozwigza¢ znajdujac
dopuszczalny przydziat zasobow RAp zdefiniowany przez funkcje w(4,), ktora spetnia
nastgpujace warunki:

(4) VA;eVIOE{L,.. X} w(4)=6
) (X,.X,)e AL =w(4)=y
6) (Xe, )eA{Jk:w(Ak)=p.

Innymi s}owy, dla danego wierzchotka 4; € V sieci czynnosci G, reprezentujacego
czynno$¢ A; projektu P, nalezy wykonaé naste;pujqce dziatania. Luki wchodzace (ATA)
nalezy pokryc parami (reprezentujacymi dopuszczalne przydziaty zasobow) w taki
sposob, ze prawy element pary jest rowny 6. Podobnie postgpujemy w przypadku
hukéw wychodzacych, ale wowczas lewy element tej pary musi by¢ rowny 6. Wartos$¢ 6
nie musi by¢ unikalna, tj. wigcej niz jeden wierzchotek moze mie¢ przypisang t¢ sama
warto$¢. Szukajac dopuszczalnego przydziatu zasobow dla calego projektu mozna
potraktowaé pary RAg = (X X 9) ze zbioru A;{ jak kostki domina z liczba oczek

réwng y z jednej strony i 6 z drugiej strony. Wowczas wystarczy pokry¢ wszystkie tuki
sieci czynno$ci G odpowiednimi dla danego tuku kostkami domina wedhug regut tej gry.
Oznacza to, ze wszystkie kostki domina spotykajgce si¢ w tym samym wierzchotku
grafu G muszg mie¢ takg samg liczbg¢ oczek. Nalezy przy tym pamigtac, ze wazna jest
orientacja takiej kostki i nie mozna takiej kostki odwracac.

Nastepujacy algorytm o zlozonoéci obliczeniowej O(|V|*- max{|[X|4; (N]+¥])})
znajduje dopuszczalny przydziat zasobow RAp dla projektu P.

Algorytm RA-W [16]:

1. Dla kazdego ATA <4;, A> wykonaj algorytm RA-TT aby wyznaczy¢ zbiory
Ay
Dla kazdego ATA <4,, A> wyznacz zbiory Ag oraz A% .

3. Dlakazdej czynnoci 4; wyznacz zbiér A’

4. Dla kazdego ATA <A,, A> wyznacz zbiory A% Jesli co najmniej jeden zbior
Ai’; nie zawiera zadnego elementu tj. A ” =(J, to nie istnieje zaden dopuszczal-
ny przydzial zasobow RAp dla catego prOJektu P.
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5. Znajdz funkcje w(A;) spetniajacg warunki (4)-(6) i sprawdz czy nie zostaly naru-
szone ograniczenia dotyczace zasobow nicodnawialnych.

Po wykonaniu algorytmu RA-W, znajdowany jest dopuszczaly przydzial zasobow
RAp dla catego rozwazanego projektu P. Przydziat ten okreslony jest funkcja w w pigtym
punkcie algorytmu. W [16] wykazano, ze algorytm RA-W zawsze znajduje rozwigzanie
dopuszczalne RAp dla projektu P, bez wzgledu na to, ktére ATA bedzie rozwazane jako
pierwsze, o ile taki przydzial w ogole istnieje oraz ograniczenia zasobowe wzgledem
zasobow nieodnawialnych sa spelnione.

Na zakonczenie przedstawimy prosty algorytm losowy, ktory pozwoli wyznaczy¢
dopuszczalny przydziatl zasobow dla catego projektu, o ile takowy przydziat w ogole
istnieje. Algorytm ten generuje losowo funkcj¢ w(4;). Zatem najpierw nalezy wykonaé
kroki 1-4 algorytmu RA-W, a nastgpnie przej$¢ do wykonywania tego algorytmu.

Algorytm losowy :
1. SA=0@.

2. Ze zbioru Ai;2 wyznaczonego dla ATA <4,, 4,> wybierz losowo przydziat za-
sobow RAL® =(x ,, x,).

3. w(d,)=y oraz w(d,)=0;SA = {1,2};i=1.

4. Jesli i<n to ES; = {j: A;eSucc(4;) A jeSA}. W przeciwnym przypadku

przejdz do punktu 9.
5. Jesi ES;=Jtoi:=i+11iwrdo¢ do punktu 4.
6. j=minyjj.

Jji= min{j}

7. Ze zbioru Aj{; wyznaczonego dla ATA <4;, A> wybierz losowo przydziat zaso-
bow RAL = (X, X, )taki, ze w(4,)=7 .
W(Aj ):: 0; SA:=SAU{j}; ES; =ES,\{j}; Wro¢ do punktu 5.

9. Sprawdz, czy spelnione sg ograniczenia dotyczace zasobow nieodnawialnych.
Jesli nie to wrd¢ do punktu 1, w przeciwnym przypadku STOP,

Na poczatku algorytmu zbior SA zawierajacy indeksy czynnosci, dla ktorych ustalo-
no juz warto$¢ funkcji w(4;) jest zbiorem pustym. W pierwszej kolejnosci losowo
wybierany jest przydziat zasobow dla ATA <4, A,> . Zauwazmy, ze jesli wierzchotki
grafu G sa zaetykietowane w porzadku topologicznym, to w kazdym takim grafie zaw-
sze wierzchotek A, bedzie wierzchotkiem poczatkowym i zawsze wystapi tuk pomiedzy
wierzcholtkami 4, 1 4,. W trzecim kroku nastgpuje przypisanie wartosci dla w(4,) i w(4,)
zgodnie z wybranym wczesniej przydzialem zasobow oraz zapamigtanie informacji o
tym, ze wierzchotkom 4, i 4, przypisano juz wartosci funkcji w(4;). W kolejnym kroku
najpierw sprawdzamy, czy nie dotarliSmy juz do ostatniego wierzchotka w grafie G. Jesli
tak, to nastepuje sprawdzenie czy spelnione sg ograniczenia dotyczace zasobdéw odna-
wialnych. Jesli tak to algorytm konczy dziatanie, w przeciwnym przypadku musi si¢ on
wykona¢ jeszcze raz od poczatku. Natomiast, jesli nie dotarliSmy jeszcze do ostatniego
wierzcholka, to dla biezacego wierzchotka A; wyznaczamy zbior ES; indeksow tych
wierzchotkow, ktore naleza do zbioru bezposrednich nastgpnikow wierzchotka A4; a nie
przypisano im jeszcze wartosci funkcji w. Jezeli zbior ES; nie jest pusty, to wybieramy z
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niego najmniejsza wartos¢ j, a nastepnie ze zbioru A'{; usuwamy wszystkie przydziaty, dla
ktorych lewa strona jest rozna od X, . Z pozostatych przydzialtow wybieramy losowo

jeden z nich i na tej podstawie ustalamy warto$¢ funkcji w(4)) i zapamigtujemy, Ze wierz-
cholkowi 4; przypisano warto$¢ funkcji w. Operacje to powtarzamy dla pozostatych
elementow zbioru ES; , a nastgpnie przechodzimy do nastgpnego wierzchotka grafu G.

4. Podsumowanie

W artykule rozwazany jest problem rozdzialu zasobow z wieloma sposobami wyko-
nywania czynnosci, w ktérym dodatkowo rozwaza si¢ tak zwane zasoby przetwarzane
oraz sie¢ transportowa, a zasoby odnawialne sa rozproszone pomiedzy wiele weztow
sieci transportowej odpowiadajacych lokalizacjom o réznych polozeniach geograficz-
nych. Problem ten stanowi nowe i bardzo istotne z praktycznego punktu widzenia
rozszerzenie klasycznego problemu rozdziatu zasobéw z wieloma sposobami wykony-
wania czynno$ci. Ma on bardzo szerokie zastosowanie, szczegdlnie tam, gdzie mamy do
czynienia ze zbiorem wielu zaleznych operacji, ktore w duzej mierze polegaja na prze-
twarzaniu odpowiednich zasoboéw. Takim przetwarzanym zasobem moze by¢ dowolny
surowiec (ropa naftowa, wegiel, woda itp.), potprodukt, ale nie tylko. Moga to by¢
miedzy innymi pliki komputerowe zawierajace zbiér danych podlegajacy przetwarzaniu,
a nawet ekspert, ktérego wiedza niezbedna jest do wykonania wielu czynnosci w roz-
nych lokalizacjach, ale on sam moze rowniez bra¢ udziat w szkoleniach i prezentacjach
odbywajacych si¢ w innych lokalizacjach. Do przetwarzania tych zasobow uzywane sa
inne zasoby mieszczace si¢ w réznych lokalizacjach. Lokalizacje te sa potaczone siecia
transportowa. Moze to by¢ sie¢ energetyczna, teleinformatyczna, sie¢ drog, rozbudowa-
ny rurociag itp. Problemem jest znalezienie dopuszczalnego przydziatu zasobow do
poszczegolnych operacji (czynnosci 1 przesytldow). W tym celu opracowano model
matematyczny problemu. Model jest na tyle ogdlny i elastyczny, ze bez wigkszego
wysitku mozna wprowadzi¢ do niego wiele zmian odzwierciedlajacych warunki rzeczy-
wiste. Sam problem nalezy do klasy trudnych problemow decyzyjnych. Zaproponowano
wigc podejscie, ktore pozwala na wygenerowanie jednego, a nawet wszystkich dopusz-
czalnych przydzialow zasobow do operacji projektu. Skonstruowano dwa algorytmy
RA-TT oraz RA-W stuzace odpowiednio do znajdowania dopuszczalnych przydzialow
zasobow do czynnosci oraz potaczen sieci transportowej do przesytéw dla dwoch kolej-
nych czynno$ci potaczonych ograniczeniem kolejnosciowym (algorytm RA-TT) oraz do
znajdowania dopuszczalnego przydziatu zasobow dla calego projektu (algorytm RA-W).
Przedstawiono tez algorytm, ktory w sposob losowy generuje przydzial zasobow dla
catego projektu w oparciu o wyniki dziatania algorytmu RA-TT.

W przysztosci planowany jest dalszy rozwdj tego modelu tak aby, uwzgledniajac in-
ne warunki rzeczywiste, jak najlepiej opisywal problemy podobnej natury spotykane w
praktyce. Ponadto planowane jest opracowanie algorytmoéw szeregowania, ktore pozwo-
la na znalezienie takich przydziatow, ktore optymalizujg pewne kryterium np. czas
wykonania catego projektu, koszt wykonania projektu itp. Otrzymane w ten sposob
wyniki bedzie mozna pod wzgledem efektywnosci przetestowaé w srodowisku rzeczy-
wistym lub symulacyjnym.
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