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PROBLEM OF WATER ALLOCATION TO PROCESSES WITH
DYNAMIC CHARACTERISTICS OF EXECUTION

In the paper various formulations of A problem of water allocation to some processes are
considered. A process reQuires for its execution an amount of water and its prcessing
time depends on the allotted amount of this resource. Water is assumed to be doubly-
constrained resource, thus the temporal available amount as well as total available
amount of water are known and limited. In the paper a dynamic model of job execution it
utilized. IN the model relation between the processing rate and Temporal water Amount is
expressed by the increasing, positive function. The model is general enough to cover the
practical situations where allocation of water to a process may change during its execu-
tion. As a scheduling criterion we assume the schedule length. We propose some effec-
tive methods of finding the optimal or suboptimal solutions of the considered problem.

W pracy rozwaza sie rézne sformutowania problemoéw alokacji zasobu do pewnej znanej
liczby procesoéw, ktorych wspdlng cechg jest to, ze szybkosc¢ ich realizacji zalezna jest od
wielkosci przydzielonego im strumienia wody. Przez strumient wody rozumie sie te cze$¢
dostepnej maksymalnej jej podazy, ktéra jest przydzielona do konkretnego procesu. W
najogdlniejszym sformutowaniu wode traktuje sie jako zasdéb podwdjnie ograniczony.
Oznacza to, ze ograniczona jest zaréwno catkowita podaz wody, jak i jej catkowity zapas.
Dynamika procesu opisana jest za pomocg funkcji ciggtej niemalejgcej, ktorej argumen-
tem jest chwilowy strumien wody a warto$cig szybkos$¢ procesu. Kazdy proces charakte-
ryzowany jest przez parametr, ktory interpretowany jest jako jego rozmiar. Zaktada sie, ze
procesy sg niezalezne i niepodzielne.

W pracy za kryterium szeregowania przyjmuje sie dfugo$¢ uszeregowania co znajduje
swoje uzasadnienie praktyczne w sytuacji gdy dysponujgc ograniczonymi zasobami wody
wymagamy by zbior proceséw wykonany byt w jak najkrotszym czasie.

Dla kazdego wariantu problemu szeregowania analizowane sg wifasno$ci uszeregowan
optymalnych, podawana jest ogélna metodyka rozwigzywania problemu oraz wskazane
sg przypadki rozwigzywalne w sposob analityczny.

Praca ma dwojaki charakter. Po pierwsze stanowi zestawienie niektérych, znanych juz
wczesnigj, technik wyznaczania optymalnych przydziatéw strumieni wody do procesow. Z
drugiej strony zawiera tez pewne wyniki oryginalne, wczesniej nie publikowane.
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1. Wprowadzenie

Obserwowany w ostatnich latach wzrost ogdlnoswiatowej §wiadomosci postepujace-
g0 procesu wyczerpywania zasobéw naturalnych, powoduje swoista presje na srodowi-
sko inzynier6w i1 naukowcow, domagajac si¢ od niego wypracowania technologii,
narzedzi, metod oszczednego gospodarowania tymi zasobami. Racjonalne gospodaro-
wanie woda - zasobem naturalnym o szczegdlnym znaczeniu praktycznym, jest tematem
wielu opracowan naukowych.

W niniejszej pracy podjeta jest proba wskazania efektywnych metod wykorzystywa-
nia wody w pewnych procesach technologicznych, ktorych wspdlna cecha jest to, ze
szybkos¢ ich realizacji zalezna jest od przydzielonej im chwilowej ilo$ci tego zasobu
(strumienia wody). Zaktada¢ bedziemy przy tym, ze parametry takiego procesu sg znane
a dodatkowo, na zbidr takich procesow, natozone jest pewne kryterium czasowe.

Zagadnienia z tego zakresu zaliczane mogg by¢ do deterministycznej teorii szerego-
wania zadan, dlatego czg¢$¢ terminologii oraz narzedzi na uzytek tego opracowania
zapozyczonych jest z tej wlasnie dziedziny nauki.

Na wodg jako zasob ograniczony, niezb¢dny do wykonania procesu, mozna spojrzec
na trzy sposoby. Po pierwsze mozna uzna¢, ze znany jest jej calkowity zapas, ktory w
trakcie realizacji procesu jest wyczerpywany. Jesli nie naktada si¢ przy tym zadnego
ograniczenia na wielko$¢ strumienia wody dostarczanego do procesu, woda ma charak-
ter zasobu nieodnawialnego.

Woda moze by¢ traktowana jako zaséb nieodnawialny jedynie w wyjatkowych sytu-
acjach. Najcze¢sciej bowiem, rowniez podaz wody (maksymalna chwilowa ilo$¢ dostar-
czanej wody) jest ograniczona (np. przepustowoscig rur, moca pompy), w takiej sytuacji
woda staje si¢ zasobem podwojnie ograniczonym.

Trzeci przypadek zachodzi, gdy catkowity zapas wody moze by¢ traktowany jako
nicograniczony, a ograniczona jest jedynie jej podaz. W tym przypadku woda traktowa-
na jest jak zasob odnawialny.

Praktycznie uzasadnione sa dwa ostatnie przypadki, gdyz sytuacja gdzie dopuszczal-

na jest dowolnie duza chwilowa podaz wody jest nierealna.
Na gruncie powyzszego podzialu, sformutowania problemow optymalizacji mozna
roznicowa¢ takze ze wzgledu na kryterium optymalizacji. Rozwazy¢é mozna tu dwa
warianty problemow. W pierwszym wariancie minimalizowane moze by¢ jedno (lub w
ogo6lnosci wiele) z kryteriow czasowych przy czym ograniczona dostepna ilo$¢ i/lub
chwilowa podaz wody jest znana i stata. Drugi wariant problemu zaktada istnienie
ustalonej wartoéci kryterium czasowego, celem jest natomiast takie uszeregowanie
procesow, ktore zminimalizuje catkowite zuzycie lub wielko§¢ niezbgdnej chwilowe;j
podazy wody.

W ogdlnosci problemy tego typu zalicza si¢ do kategorii dyskretno-ciagtych proble-
mow szeregowania. W niniejszym opracowaniu przyje¢to jednak uproszczenie polegajace
na tym, ze albo brak jest dodatkowych zasobow dyskretnych niezb¢dnych do wykonania
proceséw (czyli dowolna liczba proceséw moze by¢ wykonywana rownolegle), albo
zaktada sie, ze procesy muszg by¢ wykonane sekwencyjnie — co mozna modelowac jako
problem szeregowania proceséw na pojedynczej maszynie.

Bardzo istotny wydaje si¢ w kontek$cie rozwazanych problemow, sposob prezento-
wania zaleznosci migdzy szybkos$cig wykonywania proceséw a ilo$cig przydzielonej im
wody. W najprostszym modelu zaktada si¢ bowiem, ze od chwilowego strumienia wody
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zalezy czas wykonania procesu. W modelu takim zaktada si¢ jednak explicite, Zze nie-
mozliwa jest zmiana przydzielonego strumienia wody do procesu. Duzo bardziej intere-
sujacy jest model zwany dynamicznym, w ktorym procesy charakteryzowane sg przez
rozmiar oraz funkcj¢, ktora chwilowa szybkos$¢ przetwarzania procesu uzaleznia od
przydzielonego mu w tym momencie strumienia wody. Funkcja ta, nazywana dalej dla
uproszczenia funkcja szybkosci, jest nieujemna, rosnaca i najczgsciej wklgsta. Najcze-
Sciej zaklada si¢ przy tym, ze wszystkie procesy charakteryzuje identyczny model
wodochtonnosci (identyczna funkcja szybkosci), procesy roznig si¢ jedynie rozmiarem,
oraz ewentualnie takimi parametrami jak moment gotowosci czy pozadany termin
zakonczenia.

W niniejszej pracy zaklada sig¢, ze rdzne procesy moga by¢ charakteryzowane po-
przez rdzne funkcje szybkosci, co przy ogromnym spektrum probleméw, ktore mogg by¢
w taki sposob modelowane jest podejSciem jak najbardziej uzasadnionym.

2. Sformutowanie problemu

Zanim sformutujemy rozwazane problemy rozpoczniemy od przedstawienia modelu
matematycznego procesu. Zaldézmy, ze dany proces i ma znany rozmiar w;, i aby mogt
by¢ zrealizowany musi mie¢ przydzielona pewna niezerowa ilos¢ wody, przy czym na
chwilowa szybkos¢ realizacji tego procesu wptywa przydzielony do niego chwilowy
strumien wody p{#). Zalezno$¢ t¢ wyraza si¢ za pomocg funkcji szybkosci wykonania

procesu s,(-), ktéra moze by¢ inna (unikalna) dla kazdego procesu:

dx; (1) _

xi(t)ZT_si(pi(t))s x;(0)=0, x;(C;) =w; M

gdzie

- x{t) — stan procesu i w chwili ¢,

- 5{-)—rosnaca (dodatnia), ciagla funkcja szybkosci wykonania procesu i, 5,(0)=0,
- pi(f) — strumien wody przydzielony do procesu i w chwili ¢,

* w; — rozmiar procesu i,

- C; — moment zakofczenia (nieznany a priori) procesu i.

Niech bedzie dany zbior n proceséw niepodzielnych, ktére mozna rozpoczaé w tym
samym momencie (o ile nie zalozymy inaczej) i dla ktérych znane sg rozmiar oraz
funkcja szybko$ci wykonania procesu. Do wykonania proceséw niezbedna jest woda,
ktora jest zasobem ograniczonym.

W zaleznosci od sposobu traktowania wody jako ograniczonego zasobu zaktadaé be-
dziemy dodatkowo:

a) dla problemu gdzie woda jest zasobem odnawialnym

> piO<P ()
i=1

gdzie P jest znang maksymalng podaza wody (P jest stale w czasie),
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b) dla problemu gdzie woda jest zasobem podwoéjnie ograniczonym oprdcz ograni-
czenia (2) obowigzuje rowniez nastgpujgce naturalne ograniczenie:
n C
> [piwdr<E 3)
i=l ¢
gdzie E jest znang catkowita dostepna iloscig wody

max

Proces uwaza si¢ za zakonczony w chwili C; jesli spelniony jest nastepujacy warunek:

S (pu0) “®

w; =

—_—0

=3

t:

i

W problemach, w ktérych ograniczeniami bgda a) lub b) (odpowiednio, w proble-
mach: C,,../P, C,./PE) zaklada¢ bedziemy, ze kryterium optymalizacji stanowi¢ begdzie
czas wykonania catego zbioru procesow, C,,,..

Mozliwe jest rowniez rozwazanie probleméw dualnych do powyzszych. W proble-
mach tych minimalizowana jest warto$¢ E lub P przy zadanej ustalonej wartosci dtugo-
$ci uszeregowania C,, sa to wigc kategorie problemoéw, w ktorych przy ustalonej warto-
$ci czasu trwania realizacji wszystkich proceséw minimalizuje si¢ catkowita podaz lub
catkowite zuzycie wody. Warto przy tej okazji zauwazy¢, ze problem dualny do
C,../PE, mialby juz charakter wielokryterialny (konkretnie dwukryterialny, ze wzgledu
na jednoczesng minimalizacj¢ P oraz F) i jako taki wykracza poza zakres tego opraco-
wania.

Podsumowujac, aby rozwigza¢ postawiony problem nalezy znalez¢ taka funkcje
wektorowa p(H=[p1(?), p?),..., pu()], p(H)=0, i=1,2,....,n, ktora minimalizuje dlugos¢
uszeregowania dla problemu, C,,,./P, C,../PE.

Optymalne warto$ci p(#), Cpnex 0znaczaé bedziemy odpowiednio: p*(£), Cpuax -

Niektore z powyzszych probleméw doczekaly si¢ opracowan naukowych, ktorych
podstawowe wyniki zostaly zebrane w Rozdzialach 3 i 4. W Rozdziale 5 podana jest
metoda rozwigzania szczegdlnej klasy rozwazanych tu problemow. Rozdziat 6 stanowi
podsumowanie niniejszego opracowania.

3. Optymalny rozdziat wody przy ograniczonej jej podazy

Zdefiniuymy zbior U jako zbidr dopuszczalnych strumieni (rozdziatéw dostepnej po-
dazy wody do procesow), czyli wektoroéw u €R”, spetniajgcych nastepujace warunki:

U={p:2p[ <PAp;20,i=12,.,n}
i=1

Nastepnie zdefiniujmy zbior V nastgpujaco:
ve Vs ue U, gdziev=s(p).
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Do zbioru ¥ naleza wigc punkty reprezentujace dopuszczalne ze wzgledu na ograniczona

podaz wody wektory szybko$ci wykonania procesow.

Weglarz [5] dowiodt, ze optymalny ze wzgledu na dlugosé uszeregowania (C,,..) przy-

dziat zasobu ciaglego lezy w punkcie przecigcia prostej o rownaniach parametrycznych:
vi=w;/T , i=12,...n

z brzegiem zbioru wszystkich kombinacji wypukltych elementow zbioru V (powloka

wypukla zbioru V).

Posta¢ zbioru V' wpltywa wiec na sposob wyznaczania optymalnych alokacji zasobu.

Oczywiscie, postac ta jest rozna dla réznych funkcji szybkosci wykonywania procesow,

przy pewnych zatozeniach mozna jednak sformulowaé pewne wnioski ogolne. Ponize;j,

za [1],[2],[4] zbierzemy je jako liste przydatnych dalej wiasnosci optymalnych alokacji

zasobu cigglego dla problemu C,,,,/P.

Wiasnosé 1
Jesli procesy nie wymagaja innych zasobéw do wykonania procz wody, w rozwigza-
niu optymalnym kazdy proces wykonywany jest przy uzyciu stalego strumienia wody.

Wiasnosc¢ 1 jest bardzo istotna ze wzgledu na uzyskiwane dzigki niemu uproszczenie
problemu. Na bazie ogdlnego modelu (1) wykaza¢ bowiem mozna, ze dla rozwazanego
problemu nie warto rozwaza¢ zmiennego w czasie strumienia wody do procesu, gdyz
rozwigzanie optymalne mozna uzyskaé stosujac state (cho¢ dla kazdego procesu byc
moze inne) strumienie wody.

Wiasnos¢ 2

Dla wklestych funkcji szybkosci wykonywania optymalne ze wzgledu na C,,, jest
réwnolegle wykonywanie wszystkich proceséw, przy czym

- minimalng warto$¢ C”,c Wyznaczy¢ mozna jako jedyne dodatnie rozwigzanie row-
nania:

> 57 (W, / Copa ) = P (5)
i=1

- natomiast optymalny rozdzial dostgpnej podazy wody na strumienie dany jest wzorem:
(6)

pi*(l) = p; = s[_1 (w; /C:;lax ),i=1,...,nte< O,C;ax >

Wiasnosé 3

Dla wypuktych funkcji szybko$ci wykonywania optymalne ze wzgledu na minimali-
zacje C,.. jest szeregowe wykonywanie wszystkich procesow, przy czym:

- procesy uzywaja do swego wykonania catej dostepnej podazy wody P,

- w uszeregowaniu optymalnym kolejno$¢ wykonania procesow jest dowolna,

- w uszeregowaniu optymalnym do zakonczenia ostatniego procesu nie wystepuja
momenty, w ktérych nie wykonywany jest zaden proces.
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Wlasnos¢ 4

Jezeli oprocz wody nie ma zadnych innych zasoboéw niezbednych do wykonania pro-
cesOw, podzielno$¢ procesu nie poprawia rozwigzania optymalnego otrzymanego dla
proces6w niepodzielnych.

4. Optymainy przydziat wody przy ograniczonej jej
ilosci i podazy

W rozdziale tym zaprezentowany zostanie sposob wyznaczania rozwigzan optymal-
nych problemu C,,,/EP, w ktorym woda traktowana jest jako zaséb podwdjnie ograni-
czony. Zaktadaé tez bedziemy, ze funkcje szybkosci wykonywania wszystkich procesow
sa wkleste. W [3] Rozycki i Weglarz na przyktadzie problemu rozdziatu mocy i energii,
pokazali optymalny ze wzgledu na C,,, przydziat zasobu podwdjnie ograniczonego do
procesow niezaleznych. Na podstawie tych wynikéw sformutowa¢ mozna nastepujacy
wniosek dla rozwazanego tu problemu.

Wiasnosé 5

Optymalna alokacja wody do procesow o wklestych funkcjach szybkosci ma postaé
podana w (6)

gdzie C,,,,lx* jest dodatnim rozwiagzaniem rownania:

Conax 257 Wi/ Cingy) = E Q)
i=1
jesli

n
ZSZI(Wi/Cmax)SP (8)
i=1

w przeciwnym wypadku C,,.. obliczane jest z (5) i (6).

W pierwszym przypadku aktywnym ograniczeniem jest ograniczenie na catkowity
zapas wody, nie na jej podaz. Oznacza to, ze p obliczone z (6) i (7) jest optymalnym
przydziatem strumienia wody gdyz nie przekracza on dostgpnej podazy P. Moze si¢
jednak zdarzy¢, ze to wielkos¢ podazy jest krytyczna dla danej instancji problemu.
Wtedy minimalng dtugo$¢ uszeregowania wyznaczyé mozna z (5).

5. Optymalna alokacja wody do proceséw wykonywanych
sekwencyjnie

W rozdziale tym zaprezentowana zostanie metoda rozwigzania szczegoélnego przy-
padku problemu rozwazanego w poprzednich rozdziatach. Jak pokazano w Rozdziale 3,
dla wklgstych funkcji szybkosci optymalne ze wzgledu na oba rozwazane kryterium
optymalizacji jest rownolegle wykonanie proceséw. W rozdziale tym rozwazymy sytu-
acje gdy rownolegle wykonywanie takich procesow jest niemozliwe. Na przyktad,
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sytuacja taka moze wystapi¢ gdy procesy musza by¢ wykonane przy uzyciu jakiego$
urzadzenia (czyli dodatkowego zasobu dostgpnego w liczbie jednostek rownej jeden).

Latwo wykaza¢ mozna, ze pozostajg dla takiego przypadku w mocy Wiasnosci 1 —
4. Daja one mozliwos¢ sformutowania odpowiednich probleméw nieliniowego progra-
mowania matematycznego. Problem programowania nieliniowego dla problemu
Cha/EP, W ktorym procesy musza by¢ wykonywane sekwencyjnie ma nastgpujaca
postac:

Problem C,,./EP

(min) Cppe = Wi ©)
;Si(l?i)
p.o. n
MNiPi g (10)
o s (p)
OSpi SP, i=l,2,...,n (11)

W ogolnosci rozwigzanie nieliniowego problemu programowania matematycznego
(9) — (11) dla dowolnych wklgstych postaci funkcji s,(p;), i=1, 2, ...,n wymaga zastoso-
wania podejScia numerycznego. Wyr6zni¢ mozna jednak dwie sytuacje szczegdlne,
ktore pozwalaja na znalezienie bardziej efektywnych technik znajdowania rozwigzania
optymalnego.

5.1. Przypadek wystarczajgcego zapasu wody

Pierwsza sytuacja nastepuje wtedy, kiedy dla rozwigzania optymalnego ze wzgledu
na dlugos$¢ uszeregowania aktywne sa wszystkie ograniczenia (11). Oznacza to, zZe
optymalna jest alokacja wody do proceséw, w ktdrej jedynym ograniczeniem jest podaz
wody, za$ jej zapas catkowity E jest wystarczajacy wykonania zbioru proceséw w
minimalnym czasie C,,,, . Oczywiste jest, ze optymalne w takim wypadku jest sekwen-
cyjne wykonanie wszystkich procesOw za pomoca strumienia wody réwnego jego
podazy (p; = P, i=1, 2, ..., n). Dla przypadku tego prawdziwa jest wiec nastgpujaca
wlasnos¢.

Wlasnos¢ 6
Dla problemu, w ktorym procesy o wklestych funkcjach szybkosci muszg by¢ wyko-
nane sekwencyjnie, jesli spetniony jest warunek:
- w, P
> ——<E
s;(P)

i=1

wtedy optymalne jest wykonanie proceséw przy uzyciu strumienia wody réwnego
catkowitej jej podazy

p,-*: P,i=1,2,...n
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5.2. Przypadek wystarczajgcej podazy wody

Drugi interesujacy przypadek szczegolny wystepuje gdy jedynym ograniczeniem ak-

tywnym w problemie (9) — (11) jest ograniczenie (10). Oznacza to, ze w kazdym mo-
mencie catkowita podaz wody P jest wystarczajaca do wykonania zbioru procesow w
czasie optymalnym C,,mx*.
Zaldozmy w zwiazku z tym, ze rozwazany problem nieliniowego programowania mate-
matycznego sklada si¢ jedynie z funkcji celu (9) i ograniczenia (10) sformutowanego
jako réwnanie. W takim przypadku funkcja Lagrange’a dla problemu (9) - (10) ma
postac:

L(p,.,z)=i i +/1(f il —EJ

= si(p) i1 s;(pi)

Z warunkow gradientowych:

OL(pinA) _ =wi(si(p)) |, wisip) = wip (i) _ i=12.m
op; (s:(p)) (s:(p))
wynika, ze
aL(al;hl) =—s,(p) +As:(p)) = Ap; - (s,(p,)) =0 1= 1.2,m
a wiec )
P s;(p:) Li=1,2,...n (12)

si(p)-pi(si(p)

Z powyzszego wynika, ze aby rozwiazac szczegdlny przypadek problemu C,,./EP, w
ktorym ograniczenia (11) sa nieaktywne, nalezy znalez¢ takie punkty Lagrange’a (p, 1),
ktore spetniaja uktad n+1 réwnan ztozony z (10) i (12). W ogdlnosci rozwigzanie takiego
uktadu réwnan réwniez moze nie by¢ proste. Wykazemy ponizej, Ze istnieja jednak
wazne z praktycznego punktu widzenia przypadki, ktore prowadza do rozwigzan anali-
tycznych.

5.2.1. Przypadki rozwigzywalne analitycznie
W dalszej czgéci rozwazan uzyteczna bedzie nastepujaca wlasno$é rozwigzan optymal-
nych [1].

Wiasnos¢ 7
Problem alokacji zasobu ciaglego do proceséw o rozmiarach w; i funkcjach szybko-
$ci wykonania postaci: s;(p;) = c;f;(p;) jest tozsamy z problemem, w ktérym procesy

majg rozmiar w; =w;/c; oraz a funkcje szybko$ci wykonania procesow s;-( p) = fi(p)
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Rozwazmy teraz bardzo wazny z praktycznego punktu widzenia przypadek funkcji
szybkosci przetwarzania postaci: s;(p;) = cipg/a" ,¢; >0,

Na mocy Wiasnosci 8, bez utraty ogdlnosci, dla poprawy czytelno$ci nasze rozwaza-
1/e;

nia mozemy zawezi¢ do funkeji postaci s;(p;) = p;

Dla rozwazanego tu przypadku funkcji s;(p;) = p} lai = 1,2,...,n, wzor (12) przyjmuje
postac:
__ i=1,2m (13)
pi(ai -1

Z (13) wynika, ze dowolne p;, i=2,3,...,n, mozna wyrazi¢ jako

_ (¢, =Dp,
b= (a;-1)

co, po podstawieniu do réwnania (10) daje nastepujace rownanie z jedng niewiadoma p,

i=23,..n (14)

n
Z Wi(”ipl(arl)/a" =F (15
i=1

gdzie

(a;=1)/a;
0 = o —1
!

Rownanie (15) moze by¢ rozwigzane analitycznie dla przypadkow funkceji szybkosci
procesow, w ktorych wspoélczynniki o; osiggaja przykltadowo wartosci ze zbioru:
0;€{6/5, 3/2, 2, 3}, i=1,2,...,n. Dla wymienionych wartos$ci wspotczynnikow a; poprzez
proste podstawienie otrzyma¢ mozna bowiem rownanie wielomianowe stopnia nie
wigkszego niz 4.

5.2.2. Zastosowanie algorytmu programowania dynamicznego

W sytuacji gdy uktad roéwnan (10) i (12) nie moze by¢ rozwigzany analitycznie, ist-
nieje jeszcze inna mozliwosc¢. Jak tatwo zauwazy¢, problem nieliniowego programowa-
nia matematycznego (9)-(10) ma posta¢ klasycznego jednowymiarowego procesu
alokacji, w ktorym funkcja celu jest separowalna (jest sumg funkcji jednej zmiennej) a
ponadto pomigdzy procesy rozdysponowywany jest calty dostepny zapas wody

i Wipi _iEizE

= si(p) o

gdzie E; jest iloscia wody przydzielona do procesu i.
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Przy zatozeniu pewnego poziomu dyskretyzacji L zapasu wody, problem taki moze by¢
rozwigzany metoda programowania dynamicznego. L oznacza przy tym pewna skonczo-
ng liczbe réznych dopuszczalnych przydzialow zapasu wody.
W kolejnym etapie i, i =n, n-1,...,2 wyznaczania rozwigzania metoda programowania
dynamicznego konieczne jest wyznaczenie podazy wody p; dla danego poziomu E; ze
wzoru:
Wibi _
s;(p;)
— tak, by mozliwe bylo obliczenie czgsciowe] wartosci funkcji celu. W ogolnosci
moze to by¢ trudne ze wzgledu na konieczno$¢ rozwiazania rdwnania nieliniowego z

jedna niewiadoma, ktorego zlozono$¢ zalezy od postaci funkcji s;. Na pewno jest to
jednak tatwiejsze od rozwigzywania uktadow rownan (10), (12).

i

5.3. Podejscie heurystyczne do rozwigzania problemu
z ograniczeniem na podaz i zapas wody

Na bazie propozycji podej$¢ zaproponowanych w rozdziatach 5.1 i 5.2 mozliwe jest
zastosowanie wykorzystujacego je podejscia heurystycznego. Bedzie miato ono charak-
ter iteracyjny. W iteracji pierwszej ustala si¢ dane wejsciowe oraz warunki poczatkowe
dla algorytmu. W kolejnych iteracjach rozwiagzywany jest problem bez warunku na
ograniczenie podazy wody, czyli problem (9)-(10). W rozwigzaniu problemu (9)-(10)
sprawdza si¢ nastgpnie czy wystgpuja w nim procesy, do ktorych przydzielony ma by¢
strumien wody wigkszy od jej podazy. Jesli procesy takie nie wystepuja, to otrzymane
wielko$ci strumieni przydzielonych do procesow sa optymalne i algorytm konczy sig.
Natomiast, jesli procesy takie (co najmniej jeden) wystepuja, to dla procesow tych
zaktada si¢ strumien wody rowny jej podazy i odpowiednio umniejsza si¢ ilo$¢ dostgpnej
wody o ilo§¢ przez nie zuzyta. Nastepnie dla pozostatych procesow problem (9)-(10)
rozwigzywany jest ponownie, jednak dla umniejszonej w poprzednim kroku dostepne;j
ilosci wody.

W sposdb bardziej sformalizowany algorytm ten zapisa¢ mozna nastepujgco:

Algorytm 1

1) Niech dane sa: zbior A zawierajacy n procesoOw o zadanych parametrach, catko-
wita ilo$¢ wody E, jej podaz P oraz C,,,, = 0.

2) Znajdz wektor strumieni p’=[p;’, p2’,..., pu’l, pi’>0, i=1,2,...,n, poprzez rozwia-
zanie problemu (9) - (10) dla danych 41 E

3) Utworz zbior A’ takich n’ proceséw, dla ktorych obliczone p;” : p;” > P.

4) Jesli A’ =0, wtedy:

48) Cpay =Cpax + Y, —— i zakoficz postgpowanie
ied si(p;)
w przeciwnym przypadku

W, _ w,P _ 5 s v
4b) cmax:cmaﬁ%%(—m, E—E—%'W,A—A-A i wroé do 2)
e e
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W powyzszej heurystyce watpliwos¢ budzi¢ moze krok 4b), w ktorym zaktada sie, ze
niektore procesy wykonywane beda przy mniejszym strumieniu wody (a wigc wolniej)
niz wynikatoby to z rozwigzania problemu (9) — (10). Nalezaloby w takim razie spraw-
dzi¢, czy catkowita ilo$¢ zuzytej przez taki proces wody si¢ przez to nie zwigksza. W
fatwy sposob wykaza¢ jednak mozna nastgpujaca uzyteczna tu wiasnosé:

Wiasnos¢ 8
Dla dowolnego procesu i o $ci$le wklgstej funkcji szybkosci wykonywania spetniony
jest warunek (gdzie T jest czasem jego wykonywania):

lim7s ' (w/T) < E
T—
dla dowolnego E > 0.

Dzigki Wiasnosci 8 przydziat strumienia mniejszego niz wynikajacego z rozwigzania
(9) — (10) nie spowoduje przekroczenia dostgpnego zapasu wody.

Jak tatwo zauwazy¢, kluczowy dla zlozono$ci obliczeniowej proponowanej heury-
styki jest krok 2) gdzie rozwigzywany jest problem (9) — (10). Oczywiscie, na podstawie
rozdziatu 5.2.1 mozna stwierdzi¢, ze czasami daje si¢ zrealizowac ten krok obliczajac
wektor p’ analitycznie. W pozostalych przypadkach zdawac si¢ musimy na podejscie
przyblizone o ztozono$ci pseudowielomianowej (patrz punkt 5.2.2) lub na ogdlnie znane
metody numerycznego rozwigzywanie probleméw nielinowego programowania matema-
tycznego.

6. Podsumowanie

W pracy na bazie wczesniej znanych wiasnosci problemu pokazano sposob znajdo-
wania rozwigzan optymalnych jego specjalnych przypadkéw. Dla instancji problemow o
specyficznych, cho¢ waznych w praktyce funkcjach szybkosci wykonania procesow,
gdzie podaz wody nie stanowi istotnego ograniczenia, wykazano mozliwos$¢ znajdowa-
nia rozwigzan w sposob analityczny. Zaproponowana heurystyka, stanowi¢ moze dobry
szkielet efektywnej metody znajdowania rozwigzan przyblizonych przypadku ogélnego.

Rozwazania zamieszczone w tej pracy stanowi¢ moga punkt wyjscia do rozwiazy-
wania problemow, w ktorych oprocz wody nalezy rowniez uwzgledni¢ inne zasoby
r6znych kategorii lub sytuacje, w ktorych procesy sg czeSciowo uporzadkowane.
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